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CHAPITRE 5
Moment cinétique

et solide en
rotation
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Introduction (1)

La mécanique classique (ou Newtonienne) introduit des
notions premieres comme la masse, 'accélération, les forces.
Ces notions sont suttisantes pour étudier des problemes qui
ne nécessitent que la mécanique classique. Cependant,
comme on I’a vu, de nouveaux concepts ont été introduits au
cours de I’élaboration de la théorie, en particulier I"énergie
mécanique, a cause du caractere conservatif de ces
grandeurs (c'est-a-dire que ces grandeurs gardent une valeur
constante au cours de I’évolution du systeme physique au
cours du temps).
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Introduction (2)

Les trois grandeurs physiques conservatives suivantes jouent

un role central en mécanique :

— P =quantit¢é de mouvement (= mU en mécanique
classique), grandeur vectorielle.

—E =1"énergie, grandeur scalaire.

— L =le moment cinétique (défini dans ce chapitre),
grandeur vectorielle.

La validité des principes de conservation de p, E, L s’étend a
toute la physique ce qui fait que 'on retrouve ces grandeurs
aussi bien en physique quantique, qu’en relativité etc...
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Introduction (3)

Le théoréme de Noether (mathématicienne allemande 1882-1935) permet de relier la

conservation de p, L, E aux invariances des lois de la physique :

 La conservation de p est une conséquence de Iinvariance des lois de la physique par
translation spatiale, c'est-a-dire de ’'homogénéité de I'espace.

- La conservation de L est une conséquence de I'invariance des lois de la physique par
rotation, c'est-a-dire de l'isotropie de I'espace.

— La conservation de E est une conséquence de linvariance des lois de la physique par

translation temporelle, c’est-a-dire de I'homogénéité du temps.
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Introduction (4)

dL'invariance par translation dans le temps: il s'agit du fait que
les lois de la physique persistent dans le temps, passé ou futur, que
la marche des phénomenes physique, a des instants différents de
leur observation (dans les mémes conditions), est la méme. On
parle de "I'hnomogénéité du temps".

dL'invariance par translation dans l'espace: il s'agit du fait que
les lois de la physique sont les mémes, pour deux référentiels issus
l'un de l'autre par une translation (a Abidjan et 2 Yamoussoukro)
par exemple. On parle alors de "'homogénéité de l'espace”.

dL'invariance par changement d'orientation ; autrement dit : il
n'y a pas, dans l'espace, de direction absolue. On parle de

l'isotrogie de l'esEace".
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Définitions

ou un axe (cf. figure ci-dessous).

"Le moment d’une force (torque en anglais), par rapport a un point ou un axe, donne une

mesure de la tendance qu'a une force a provoquer la rotation d’un corps par rapport a un point

\

J

(a) Large torque (b) Small torque

Distance R from
axis 1s smaller.

Distance R from
axis is larger.

(¢) Small torque

Push i not
perpendicul

FIGURE 13.2 (a) A push against the door
far from the hinge produces a large angular
acceleration. (b) The same push near the
hinge produces a small angular acceleration.
(c) A push against the door at a small angle
also produces a small angular acceleration.
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Moment en un point (1)

On considére une force f qui s’applique en un point M.

-

Par définition ﬁo (f ) est le

moment de la force par rapport
au point O quelconque mais
fixe dans le référentiel d’étude.

Il est d'usage de nommer le point
par la lettre O mais ce n’est pas

forcement l'origine du repere, vous M =OM ,\f (définition)
0

pouvez donner le nom que vous

souhaitez a ce point.
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Moment en un point (2)

Il sexprime en N.m et il s’agit d'une grandeur vectorielle. Il est
perpendiculaire au plan contenant OM et f par définition du produit

—_— > —
vectoriel. Les vecteurs OM, f, et M, forment un triedre direct (regle
du tire bouchon ou de la main droite). La norme de ce moment vaut

My =0M X f X sina| Si O appartient a la droite (M, 7), alors

—

My = 0. Le moment des forces par rapport a un point est une

- -
grandeur additive : si on considere deux forces f; et f, qui

s’appliquent sur M :

Mo(fi+fo)=0MA(fi+f,)=0MAf +0MAf, =My (fy)+ Mo (f2)

Le moment de la somme des forces est la somme des moments de chaque force.
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Moment en un point (3)

\ LAk Y si Rty G .
. i B Sl B

Figure a,b,c : Effet d'un moment d’une force.

(b)
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Moment par rapport a un axe (1)

—iCas général M, =My,
X M, =M,-u,

Le moment de la force f par rapport a 'axe
\/ / orient¢ A= (0,Up) est la projection

orthogonale de MO ( f ) sur ’axe A :

My (7) = Mo (7) .1is = (OM AT). iy

u
A
O Il s’exprime en N.m# et il s’agit d’'une grandeur
B scalaire.
A est orienté suivant u, ‘VO e A, M est identiq ue
(regle du tir bouchon) =

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Moment par rapport a un axe (2)

.
My = Mo -iiy = (OM Af)-iiy = (00" + 0'M) A f) - 1
= (007 A f) iy + My - iy = Mgy - i

N g

=0
dForce passant I’axe

\ la droite (M , f ) coupe I'axe A en un point O

M
donc |M, = 0| Ceci est vrai pour tout point

0
\ O appartenant a A .
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Moment par rapport a un axe (3)

JForce paralléle a Paxe

\ M)O 1L OM et ]?, comme f | A alors
;.»I MO 1 A ainst:
.O\M My =Mg-1iy =0
} f Il
M, (f) =0= ou
la droite d'action de 7 coupe A
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Moment par rapport a un axe (4)

JForce perpendiculaire a I’axe, notion de bras de
leVier Vue de dessus

N4
., d “m

~
~
~
~

1 ¢
\\ ’
~ 7/
N /31
\\
,(
,
' ‘ i
7/
¢

2

MAz(W/\f))°ﬁA
((ﬁ"‘m)/\f)’@
= (HiHy Af) -ty =d x f
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Moment par rapport a un axe (5)

- .. ... . _____________ __ __|
On appelle bras de levier la distance séparant 'axe A de la

droite (M , f ) de la force f . La valeur absolue My ( f ) du

-

moment de f par rapport a 'axe A est :

‘MA (f)‘ = norme de la force X bras de levier

M =fd avec HH,=d=le bras de levier.
M, >0 si M, fait tourner Mautour de A dans le sens positif (régle du tire bouchon).

M, <0 si M, fait tourner Mautour de A dans le sens négatif.
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Notion de couple

Le conducteur de la Ferrari de la figure ci-
contre exerce sur le volant de la voiture deux
forces telles que ﬁ'c + ﬁE =0 car ﬁc = —ﬁE.
Cependant, le volant va tourner car le moment
global de ces deux forces par rapport a I'axe de
rotation du volant n’est pas nul : My = 2rF ou
r est le rayon du volant.

On appelle COUPLE une action exercée sur un systéme

telle que la force résultante soit nulle mais dont le moment

résultant n’est pas nul.

Figure 4.17

The steering wheel in the Ferrari 250 GTO (see
the discussion beginning on p. 203), where the
driver uses two hands to apply two forces of
equal magnitude and opposite direction to the
steering wheel. Such a force system is defined to
be a couple.

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A

16



Moment
cinétique d’un
point mateériel



Moment cinétique par rapport a un point fixe (1)

On considére un point matériel M de masse m animé d’une vitesse U
dans le référentiel galiléen R(0, x,y,z). On note p = MU sa quantité
de mouvement. On considére également un axe orienté A= (0, Up)
déterminé par un point O et un vecteur unitaire Uy dont le sens
précise 'orientation de Iaxe.

L.e moment cinétique du point M par rapport a un point fixe O est le
vecteur défini par le produit vectoriel :

Z)O =0—M)/\1_7>=0—M)/\m1_5

2.s71 =1].s. Le moment cinétique par

Sa norme se mesure en Kg. m™
rapport a un point O est défini a partir de la vitesse de M, il dépend

donc du référentiel dans lequel on le détermine.

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Moment cinétique par rapport a un point fixe (2)

De par sa définition a partir d’'un produit vectoriel,
. trajectoire

ZO est L aux vecteurs OM et D . En conséquence :
e sile mouvement de M est plan et que O appartient
i au plan du mouvement, le vecteur io est
_______ perpendiculaite a ce plan a tout instant. Sa
direction est donc fixe et perpendiculaire au plan du

LO =mv xOMxsino

mouvement. l.a réciproque est vraie.

e sile mouvement de M est rectiligne et inscrit sur une droite D passant

par O, ZO est nul a tout instant puisque les vecteurs OM et ¥ sont colinéaires 2
tout instant. La réciproque est vraie.

¢ Le moment cinétique dépend du point par rapport auquel on le calcule
et que 'on indique en indice. En effet,

Ly =BMAp=(BO+0OM)AP=BOAB+OMAp=Lo+BOAP

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Moment cinétique par rapport a un point fixe (3)

Figure 8.45 (a) A particle of mass m,
has an angular momentum L, with
respect to point O equal to r m,v.

(b) The direction of L, is perpendicular
to the plane of ¥ and p such that Lo=
¥ % p. Slide r along itself until it’s tail-
to-tail with p and then form ¥ X p.
Determine the smallest angle between
T and P by placing your fingers along r
so they close naturally into p. Your
thumb will point in the d|rectlor}‘_9f,§£.' ﬁ

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A

()
-



Moment cinétique par rapport a un axe

Le moment cinétique de M par rapport a 'axe orienté A= (0, Uy) est

la projection orthogonale de ZO sur ’axe A :

LA — Z)O'ﬁ)A — m(O—I‘iAT_)))ﬁ)A

* le moment cinétique par rapport a un axe dépend du référentiel
d’étude et se mesure en |J.S.
* 1l ne dépend pas du choix du point O appartenant a 'axe A utilisé
pour le calculer mais seulement de la direction et de orientation de A
En effet soit 0’ € A. LO Uy — LOI Uy = uA (LO — L )

TTL)A 00/\p —O=>L0uA—L/uA

J_aO 0

Ce qui prouve que le point de I’axe choisi pour calculer L, n’a pas d’importance.

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A



Cas ou le point matériel est en mouvement circulaire (1)

|
Lorsque M est en mouvement circulaire sur un cercle de centre O et

de rayon R, on a intérét a le repérer en coordonnées cylindriques de
centre 0, d’axe (0z) perpendiculaire au plan du cercle et d’angle
polaire 6. On utilise les relations établies dans le chapitre cinématique
du point :

OM = R, et ¥ = RO,
On considére A= (0, U,) et on calcule ZO et Ly = Lpy)

Lo = mOM A = m(Ri,) A (ROU,y) = mR? 6,

L(Oz)(M) — ZO'I_iZ — mRZH

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Cas ou le point matériel est en mouvement circulaire (2)

On peut trouver la direction de ZO a laide de la regle de la main

droite représentée sur la figure suivante :
—
OM

Ainsi :

e Jorsque la révolution du point M se fait dans le sens direct autour
deu,,0 > 0 et ZO est selon +1, ;

e Jorsque la révolution du point M se fait dans le sens indirect autour
deu,,0 <0 et ZO est selon —U, ;

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A



Cas ou le point matériel est en mouvement circulaire (3)

_.
Le signe de Lz (M) permet donc de déterminer le sens de la

révolution circulaire de M :

o si Lipn(M) > 0, la révolution se fait dans le sens direct dans le

plan orienté par Uy;

® si Lipy (M) < 0, la révolution se fait dans le sens indirect dans le

plan orienté par uz
i v

!‘-I

1_7) — Rel_l)g _}
Lo

Sens direct

Y3

}”’
0 \X .

Z

7

\7 D= —Réﬁ)g

Sens indirect
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Moment cinétique
d’un solide en
rotation



Variables cinématiques et vecteur en rotation (1)

On considere un solide en rotation autour d’un axe fixe (cf. figure

suivante s) .

FIGURE 10-2 Showing the
distinction between ¥ (the position
vector) and R (the distance from the
rotation axis) for a point P on the
edge of a cylinder rotating about the
Z axis.

FIGURE 10-1 Looking at a wheel
that is rotating counterclockwise
about an axis through the wheel’s
center at O (axis perpendicular to

the page). Each point, such as point P,
moves in a circular path; £ is the
distance P travels as the wheel
rotates through the angle 6.

Figure 10.5 As a rigid object
rotates about a fixed axis (the z
axis) through O, the point P expe-
riences a tangential component of
translational acceleration g,and a
radial component of translational
acceleration a,.

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A

angle de rotation: 6 = L

- : de
vitesse angulaire: w = =
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accelération angulaire: a=——=—
dt dt

accélération linéaire
tangentielle: a, = Rax

acceéléeration lineaire

radiale: a, = Rw? = v2/R



Variables cinématiques et vecteur en rotation (2)

On définit le vecteur rotation @ qui a pour norme la vitesse
angulaire w , qui est porté par I'axe de rotation et qui est
orienté selon la regle de la main droite ( ou regle du tire-
bouchon ) comme indiqué sur la figure suivante.

Figure 10.3 The right-hand rule
for determining the direction of the
angular velocity vector.
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Moment cinétique et moment d’inertie (1)

On considere le solide de la figure ci-contre en
rotation autour d’un axe fixe A que l'on choisit
comme ’axe (0z). Pour chaque particule de 'objet

-

situé en 77')1': Li = 7_”1' N ﬁi' L’angle cntre Fi ct ﬁi vaut
90°. On note ¢ l'angle entre Zi et ’axe de rotation.
Ainsi la projection de Zi sur (0z) vaut quelque soit
le point O € a I’axe:

L, =1; Xp; XCOSp =1; X m;v; COS P
De plus comme v; = Rw; et R; =1;c0S¢ = la
distance a ’axe de rotation, on obtient:

LiZ = (mlRlz)a)

FIGURE 11-15

Calculating L, = L; = ZL;;

Note that L, is perpend:cular to ¥,
and R; is perpendicular to the z axis,
so the three angles marked ¢ are
equal.
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Moment cinétique et moment d’inertie (2)

Le solide est la somme de toutes les particules qui le constituent, cela
donne pour 'ensemble du solide :

LZ=2LiZ=<Zm,;Ri2>w=]w=> L,=]w
[ l

ou l'on a introduit le moment d’inertie du solide en rotation par
rapport a ’axe fixe:
J = Z m;R;
i

e moment d’inertie d’un solide en rotation caractérise la
distribution de masse de ce solide par rapport a ’axe de rotation
en question. Il n’est donc pas unique pour un méme solide suivant
’'axe de rotation d’étude.

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Moment cinétique et moment d’inertie (3)

Plus J sera important, plus DPinertie
(Popposition, la résistance au changement) vis-
a-vis de la rotation sera importante.

J joue le méme role dans les mouvements de
rotation que la masse dans les mouvements de
translation.

J n’est pas facile a calculer dans le cas général (vous
n’avez pas a le faire dans le cadre du
programme), cela est beaucoup plus facile si 'axe
de rotation est un axe de symétrie de 'objet. La
fioure ci-apres donne des valeurs de moments
d’inertie dans les cas usuels.

FIGURE 10-18 A large-diameter
cylinder has greater rotational
inertia than one of equal mass but
smaller diameter.

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Moment cinétique et moment d’inertie (4)

Location Moment of

Object of axis inertia (¢) Uniform sphere, Through
radlus 1 0 center
Axis
(a) Thin hoop Through B
radius R, ’ center MR}
(f) Long uniform rod, Through
length £ center
(b) Thin hoop Through
radius R, / central %MRE, . 11—2Mw2
width w diameter
- (g) Longuniformrod,  Through
i length £ end
Axis i el
(c)  Solid cylinder, Through Rectangular oug
radius Ry, : center thin plate, center

length £, width w

FIGURE 10-20 Moments of inertia
for various objects of uniform

. m“ . E 7 ’
(d) gggﬂ;{fiﬂlﬁ?ﬂ’ ;r;‘[{fel:gh @ Y) composition. [We use R for radial
1 LING =4 distance from an axis, and r for

outer radius R, : A :
distance from a point (only in e, the

sphere), as discussed in Fig. 10-2.]

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Moment cinétique et moment d’inertie (5)

Figure 8.38 With the limbs drawn in
near the spin axis as in (a), the
moment-of-inertia is comparatively
small. With bent knees I increases, as
in (b), and reaches a maximum with
arms and legs extended perpendicular
to the axis (c).

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A



Moment cinétique et moment d’inertie (6)

On peut montrer que si ’'axe de rotation est un axe de symétrie qui
passe par le centre de masse de 'objet (tres souvent le cas pour nous),

-

le moment cinétique L ne possede qu'une composante suivant I’axe
. . -, . . — .
de rotation, il est donc colinéaire au vecteur rotation @W et on obtient
- —

: L = Jw. Attention dans le cas général, L et @ ne sont pas
colinéaires ! On retiendra donc les résultats suivants :

Moment cinétique d'un solide en rotation autour d'un axe fixe (Oz)

cas genéral= L = Jo

Si axe de symétrie = i = 15
J =Y, mR?=moment d'inertie (définition)

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Moment cinétique et moment d’inertie (7)

Exercice d’application

Solent deux points My et M, de méme masse m en rotation
circulaire et uniforme de centre O et de rayon R dans le plan
(Oxy).

1. Que vaut le moment d’inertie J/(p,) de chacun des points ?
2. On envisage maintenant les deux cas sutvants : le cas ou
les points M4 et M, ont la méme vitesse angulaire 6 et le cas
ou ils ont des vitesses angulaires opposées. Que valent dans
chacun des cas Lig,)(M1), Loz (M3), Loz ? On fera un

schéma dans chacun des cas.

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
34



Moment cinétique et moment d’inertie (8)

Correction de Pexercice d’application
— 2

1. Jioz) = MR

2. Méme vitesse

Lios(M;) = mR?0 ; Lo, (M,) = mR?6

Vitesse opposée
L(Oz)(Ml) = mR*6 ;.
L(Oz)(MZ) = —mR*0

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Liaison pivot

Si un solide possede un mouvement de rotation autour d’un axe, c’est
que la plupart du temps, il existe un dispositif mécanique permettant

au solide de rester lié a ’axe.
p

\
On appelle liaison pivot un mécanisme ne laissant a un solide qu’un seul degré de liberté en

rotation autour d’un certain axe.

\ J
Cette liaison va exercer sur le solide un couple de frottement dont en
général le moment résultant par rapport a ’'axe de rotation Mp n’est

pas nul.
On dit que la liaison pivot est parfaite si M _=0.

On sera souvent dans cette situation.

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Cas d’un point matériel p/r a un point fixe (1)

On étudie le mouvement d’un point matériel M de masse m dans
un référentiel galiléen R. Le point M est soumis a un ensemble

de forces f. On note O un point fixe et A une droite orientée fixe
contenant 0. On choisit 'axe (0z) de telle sorte que A= (0z).

~as o - - ..
A Tinstant t, on note OM, vV et p = mv les vecteurs position,
vitesse et quantité de mouvement de M dans R. On note

également ZO le moment cinétique de M par rapport a O, Lpy)

son moment cinétique par rapport a A= (0z), 1\70 (f ) le

moment de la force f par rapport a2 O et M ( f ) son moment
par rapport a A= (0z).

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Cas d’un point matériel p/r a un point fixe (2)

dLO (OM/\ 7) = dOM/\ + O_M/\dv

dr p)=m——Av+m dt
dﬁ . . dL, . . . .
— z F = —— mv/\v+0M/\F
dt dt ~

Théoreme du moment cinétique par rapport a point fixe

dL

—2=OMAYf=M M, (X F)=2M, (f)

La dérivée par rapport au temps du moment cinétique d’un point M, par
rapport a un point fixe dans un référentiel galiléen, est égale a la somme

des moments, par rapport au méme point fixe, auquel il est soumis.

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Cas d’un point matériel p/r a un point fixe (3)

Remarques importantes :
— Le théoreme du moment cinétique, avec le théoreme de I’énergie

mécanique ou plus généralement la loi de conservation de ’énergie
(ler principe de la thermodynamique) et le principe fondamental de la
dynamique, est la troisicme grande loi de la mécanique. 1l s’agit d’une
équation vectorielle, 11 donne donc trois équations scalaires comme le
principe fondamental de la dynamique.

— Le théoréeme du moment cinétique est tres utilisé dans I'étude des
systemes en rotation. On peut dire que le théoréeme du moment
cinétique est P’équivalent du principe fondamental de la
dynamique pour les systémes en rotation.

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Cas d’un point matériel p/r a un point fixe (4)

— Le théoreme du moment cinétique est tres utile et tres
riche d’un point de vue conceptuel dans la description des
systemes a forces centrales conservatives (étude dans le

R
prochain chapitre) car dans ce cas, il y a conservation de Lg

et —— =
dt

— Nous démontrerons la deuxieme loi de Kepler a partir de
la conservation du moment cinétique, en effet la force de
gravité est centrale. Par contre, la premiere loi et la troisieme
loi dépendent uniquement du fait que la force de gravité est

inversement EroEortionnelle au carré de la distance.

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Cas d’un point matériel p/r a un point fixe (5)

Exercice d’application
Un pendule simple est constitué d’une masse m considéré

ponctuelle fixe a Pextrémité libre M d’un fil. La longueur du
fil est L. >

Déterminer la position d’équilibre du systeme par application
du théoreme du moment cinétique.

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Cas d’un point matériel p/r a un point fixe (6)
Correction de Pexercice d’application
Lo =O0M Amb = [, A mloi, = ml*0U,
My(T) = OM AT = lii, A (=T4,) = 0
Mo(ﬁ) = OM AP = li, A (mg cos 01, —mg sin 6 Uy)
= —mglsin O u, Aug = —mglsin O,

dLy
Fraie ml?01, = z M, fext —mgl sin 6u,

é+%sin9 =0
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Cas d’un point matériel p/r a un axe fixe

Soit A un axe fixe, on projette simplement le théoreme du
moment cinétique sur 'axe A qui contient le point O :

dL
ﬂA—ZMO Uy = th _EMA

Rappelons que Ly et M, sont indépendants du point O
appartenant a 'axe de projection. Cette forme est tres utile
dans la description d’un systeme en rotation autour d’un axe

dLO

A et c’est cette derniere, sous sa forme généralisée, que nous
allons utiliser pour décrire les solides en rotation.
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Cas d’un solide en rotation autour d’un axe fixe (1)

Nous allons considérons le solide comme un ensemble de particules
(dont les distances sont fixes car le solide est indéformable). Le

moment cinétique total de Pensemble est la somme vectorielle du
moment cinétique de chaque particule :

Lo = zLio

Le moment total qui agit sur le systeme est la somme des moments
des forces dont l'origine est extérieure au systeme + la somme des
moments des forces dont lorigine est intérieure au systeme
(interactions entre les particules du systeme) :

1\_4’0 — 2 Mext 2 Mlnt
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Cas d’un solide en rotation autour d’un axe fixe (2)

Mais on peut montrer, en utilisant la troisicme loi de Newton,

que . 2 Mlnt 0

i
Ainsi en dérivant et en appliquant le théoreme du moment
cinétique pour chaque particule, on obtient :

dLO 2 dLlO z Mext ext

Ou ME" est le moment total des forces extérieures qui
agissent sur le systeme.
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Cas d’un solide en rotation autour d’un axe fixe (3)

|
Dans le cas d’un solide en rotation autour d’un axe fixe A que

Pon choisit comme I'axe (0z), on peut projeter la relation
précédente sur I'axe de rotation :

dLA dw

37 ext 7 ext ext

— .Uy = AUp & —— = S Jp— =

a =M™ uy = — A Ja— = My

Ou J, est le moment d’inertie par rapport a Paxe A, M*t le
moment total des forces extérieures projeté sur 'axe A et w
la vitesse de rotation du solide. C’est sous cette forme, dite

scalaire, que nous retiendrons le théoreme du moment

Cinétigue pour un solide en rotation :
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Cas d’un solide en rotation autour d’un axe fixe (4)

Théoreme du moment cinétique scalaire: solide en rotation

Xt
JAE—MZ

Dans le cas ou PPaxe de rotation est un axe de symétrie
qui passe par le centre de masse du solide, on a déja noté

que L = Jw, nous pourrons écrire le théoréme du moment
cinétique sous forme vectorielle (3 relations scalaires):
do . .
Ja 5 = M,

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
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Conservation du moment cinétique

Le moment cinétique total d’un systeme est constant (il se conserve) si le

moment total des forces qui agit sur ce dernier est nul, ce qui s’écrit :

dL -

d_t:r:o Si zMe’“=(_)=>A;=O oul =1L

tot,i  tot,f

Cette situation s’applique pour le cas important des systémes isolés.
Pour ces derniers, il y a aussi conservation de I’énergie et de la quantité
de mouvement :

AE ., =0 si il n’y a aucun transfert d’énergie a travers la frontiere du systéeme.

—

Ap, . =0 si aucune force extérieure n’agit sur le systeme

AL =0 si aucun moment extérieur n’agit sur le systeme

INP-HB/CPGE - Cours de Mécanique du point- MPSI A
19



Aspects
énergétiques des
solides en rotation
autour d’un axe fixe

ours de Mécanique du point- MPSI A
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Energie cinétique de rotation (1)

On modélise le solide par un ensemble de points matériels M; de masses m;
repérées en coordonnées cylindriques d’axe A: M; (13, 6;, Z;).

Ja = Z]A(Mi) = z m;R;

Un point M; quelconque du solide est en mouvement circulaire uniforme de rayon
\ . 3 . - —_
R; a la vitesse angulaire commune . Sa vitesse est donc V; = R;w Uy, et son
énergie cinétique :
1

1
E.(M;) = Emiviz = fmiRizwz

[énergie cinétique du solide est obtenue par sommation de ’énergie cinétique de
chacun des points qui le constituent :

1 1
E. = z E.(M;)) = z EmiRizw2 = E(E ml-Rl?) w?
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Energie cinétique de rotation (2)
Ou on reconnait Iexpression du moment d'mertie du solide :

Ja = z m;R?
i

Un solide de moment d’inertie /5 en rotation autour d’un axe fixe
(0z) ala vitesse angulaire w posséde I’énergie cinétique :

1
E. = E]Aw

2

Il y une forte analogie avec 'expression mv? /2, le moment d’inertie
joue le role de la masse et la vitesse linéaire est remplacée par la
vitesse angulaire | (cf. tableau d’analogie )
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Puissance et travail (1)

On considere le solide de la figure ci-contre en
rotation autour d’un axe fixe A qui passe par son
centre 0. On souhaite calculer le travail de la force

extérieure F' qui agit sur un point du solide situé a la

distance R de I’axe de rotation :
0,

W = def—fFleH—fMAdH
61

ou My = F| R est le moment de la force par rapport HGURE 10-28 Calculating the

work done by a torque acting on a
du travail d'un moment qui fait tourner le solide de rigjd object rotating about a fixed

a 'axe de rotation fixe. On obtient ainsi ’expression

'angle 6 a 'angle 0, axis.
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Puissance et travail (2)

La puissance de la force vaut donc :

,_ow_ do
~ar g T~ MY

On peut aussi retrouver ’équivalent du théoreme de I’énergie

cinétique pour ce solide en rotation en utilisant le théoreme du
moment cinétique :

W = ]MAdH—j( )d@- j]A—da)— szAa)da)

1 2 1 2
W = EIACUZ — E]ACU1
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Puissance et travail (3)

On retrouve que la variation d’énergie cinétique est due au travail des
moments des forces extérieures. On retiendra les résultats sutvants :

solide en rotation autour d'un axe fixe

0.
Travail du moment d'une force par rapport a un axe=> W = IMA dé
81

Puissance = P = M w

Théroéme de I'énergie cinétique = W = % J 3 —% J o
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Puissance et travail (4)

Remarques : Les principes énergétiques que 'on a rencontrés en

mécanique du point sont toujours valables pour les solides
indéformables. Cependant seules les forces extérieures interviennent,
en effet on peut montrer pour les solides indéformables la nullité du
travail et de la puissance des forces intérieures : Wiy = 0 et Py = 0.
On écrira donc pour les solides indéformables :

AF =W, ou dE fdt=P
AF =A(F +E |<W,ou dE [dt=P

ext,nc

Solide indéformable =«
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Analogie
Rotation - translation




Analogie Rotation-Translation (1)

Le tableau ci-dessous fait le parallele entre le mouvement de

translation et le mouvement de rotation pour le point matériel.

Translation

Rotation

Principe fondamental de la dynamique :

dp <=
dt_zf

Théoreme du moment cinétique :

dl, «— d,
W‘ZMo ou E'_ZMA

—_—

Quantité de mouvement : p

Moment cinétique : L, ou L,

Somme des forces : F: 21?

Somme des moments :ZMO ou ZMA

p est constant (conserveé) si Zf ={

—_—

L (LA) est constant (conserveé) si

XM, =0 (XM, =0)
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Analogie Rotation-Translation (2)

Masse : m

Moment d'inertie : J,

Energie cinétique = %mv2

Energie cinétique = %jsz

2 _.
Travail: W = jF odl

1

6,

Travail: W = JMA do

%

Puissance: P=F sv

Puissance: P = MAw

Théoreme de I'énergie cinétique:

Ws%m@—%mﬁ

Théoréme de |'énergie cinétique:

1 |
WEE'IAwZ_E'IAwf

2
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Application a I’étude
du pendule pesant



Equation du mouvement (1)

Un pendule pesant est un solide de masse m
de forme quelconque mobile dans le champ
de pesanteur terrestre autour d’un axe
horizontal fixe ne passant pas par son centre
de gravité G. On note (0z) I'axe de rotation
du solide, G son centre de gravité et J(p) son
moment d’inertie par rapport a 'axe (0z).
On repere la position du solide par I'angle 0
que fait la droite (OG) avec la verticale
descendante (0Ox). On suppose que la liaison
entre le solide et le référentiel terrestre est une
liaison pivot parfaite d’axe (0z).

v
X

Si Pon écarte ce solide de sa position
d’équilibre, il va se mettre a osciller a la
manic¢re d’un pendule simple. Cependant, il
n’est plus possible de traiter ce solide
comme un point matériel, c’est pour cela
que 'on parle de pendule pesant.
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Equation du mouvement (2)

Le solide est soumis a :

e |'action exercée par la liaison pivot. On suppose cette liaison pivot
idéale, ce qui implique que son moment par rapport a ’axe (0z) est
nul ;

¢ son poids vertical descendant qui s’applique au centre de gravité G.
Son moment par rapport a (0z) est égal en module au produit
mg X L ou L =dsinf est le bras de levier représenté sur la
figure.

Cette force tend a ramener le pendule vers sa position d’équilibre. Le

signe de son moment par rapport 2 (0z) est opposé a celui de sin 6.

En effet, on voit sur la figure que 6 > 0,sin 6 > 0 et M (o, < 0.
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Equation du mouvement (3)

Au final :

dL
Moz = —mgdsinf = 0z) _ —mgd sin 6

dL at
é(t)z) =](Oz)é = —mgd sin 6

mgd

Loz =J0nb =

= (|0 + sin@ =0

] (0z)

Cette équation est du type 8 + w§ sin @ = 0 avec

mgd

Wo =

\l ] (02)
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Oscillations de faible amplitude

Lorsque les oscillations sont de faible amplitude au
voisinage de la position d’équilibre 0., = 0, sin6 = 6

et ’équation différentielle peut etre linéarisée :

mgd

0+ wi0=0 ol wy=

\l ] (0z2)
On reconnait une équation d’oscillateur harmonique dont
les solutions sont des sinusoides de pulsation wy :

0(t) = 6, cos(wyt + @y)
0, ct @o sont des constantes d’intégration que l'on
détermine a partir des conditions initiales.
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Intégrale premiére du mouvement (1)

On peut établir une intégrale premiere du mouvement a partir de
I’équation différentielle. Pour cela multiplions la par 6 :

oo . d 02 d
J(02)00 + mgdsinf 6 = 0= J gy dt( 5 ) —mgda(cose) =0

1 .
= E](OZ)HZ —mgd cos 0 = constante = E,,

. 1 ) ° /4
La quantité - Ji (02)92 —mgd cos 8 = E,, est donc une intégrale
premiere du mouvement homogéne a une ¢énergie. En etfet
J(0z) se mesure en kg. m? et 0 est homogeéne a Pinverse d’un temps

donc ](OZ)H se mesure en kg. m%.s7% =1.
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Intégrale premiére du mouvement (2)

1 : s e e
* Le terme 7 Ji (02)92 correspond a I’énergie cinétique de la

barre en rotation autour de I’axe (0z).

* e terme —mgdcosO est Iénergie potentielle de
pesanteur du solide car —d c0s 8 est I'altitude du centre
de gravité G comptée a partir de O.

* E,, est donc Pénergiec mécanique du solide. Cest une
constante qui dépend des conditions initiales du
mouvement.
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Portrait de phase (1)

On peut utiliser 'intégrale premiere du mouvement pour expliciter la
vitesse angulaire 6 en fonction de l'angle 8 et de ’énergie mécanique

E,,. On trouve :

0 E
— =+ 2<—m+c059>

Wy \ mgd
] , .
a) Cas sans perte d’énergie : b) Avec perte d’energie.
w =6 Point de e
Trajectoire limite bifurcation, T
i 6 =+n/2 équflibre

. = instable

- )

- ! — ~——

b

-
-
-
- -

| -
-
-
-
-

!

1

: )
- Oscillations autour de la position | " >
n A Le solide tourne autour du pivot sans
d’équilibre 2
q [B'B] jamais s’arréter,8 = 0, car il posséde
sssss d’énergie. e
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Portrait de phase (2)

Figure 19.10 - Portrait de phase d’'un pendule pesant.
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